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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿâíûå äâóõñëîéíûå ïî âðåìåíè ñèììåòðè÷íûå òðåõòî÷å÷íûå ïî
ïðîñòðàíñòâó ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîé êâàçèãàçîäèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñõåìû îñíîâàíû íà ñïåöèàëüíûõ êâàçèãàçî/ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ðåãóëÿðèçàöèÿõ ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè ñõåì
âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå è êðèòåðèé ñëàáîé êîíñåðâàòèâíîñòè â L2 çàäà÷è
Êîøè ïî íà÷àëüíûì äàííûì.

1 Ââåäåíèå

Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè õîðîøî
ïðåäñòàâëåíû â ëèòåðàòóðå [1, 2, 12]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîñòíûå ñõåìû
äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ýòè ñõåìû ÿâíûå
äâóõñëîéíûå ïî âðåìåíè è ñèììåòðè÷íûå òðåõòî÷å÷íûå ïî ïðîñòðàíñòâó. Ñõåìû îñíîâàíû
íà ñïåöèàëüíûõ êâàçèãàçî/ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ (ÊÃÄ) [3, 4, 14] ðåãóëÿðèçàöèÿõ óêàçàííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (áåç ðåãóëÿðèçàöèè ñõåìû íåóñòîé÷èâû).

Äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè ñõåì âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
è êðèòåðèé ñëàáîé êîíñåðâàòèâíîñòè (èíà÷å ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè â L2 ñ
ïîñòîÿííîé 1) çàäà÷è Êîøè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Íà ïðàêòèêå â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ
÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, ïîýòîìó âàæíî çíàòü, â êàêîé ñòåïåíè ýòî
ïðàâîìåðíî äåëàòü.

2 Cèñòåìà óðàâíåíèé, ðàçíîñòíûå ñõåìû è èõ ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîìåðíàÿ ÊÃÄ-ñèñòåìà óðàíåíèé ñîñòîèò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàñ-
ñû, èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè:

∂tρ+ ∂xj = 0, (1)

∂t(ρu) + ∂x(ju+ p) = ∂xΠ + (ρ− τ∂x(ρu))F, (2)

∂tE + ∂x{(u− w)(E + p)} = −∂xq + ∂x(Πu) + ρ(u− w)F +Q, (3)

ãäå ρ > 0, u � ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà, E = 0.5ρu2 + ρε � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà, à
p � äàâëåíèå ãàçà, ïðè÷åì p′(ρ) > 0. Óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè x ∈ R, t > 0, è
èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøåííîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà

p = (γ − 1)ρε, ε = cV θ

ñ ïîñòîÿííûìè γ > 1, cV > 0. Çäåñü ε è θ - âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ââåä¼ì íà R ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ωh ñ óçëàìè xk = kh, k ∈ Z ñ øàãîì h = X/N , à òàêæå
âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòêó ω∗h ñ óçëàìè xk+1/2 = (k+ 0.5)h, k ∈ Z. Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó
ïî t ñ óçëàìè tm = m∆t, m > 0 ñ øàãîì ∆t > 0. Îïðåäåëèì ñåòî÷íûå îïåðàòîðû ñäâèãà,
óñðåäíåíèÿ è ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ:

v±,k = vk±1, (sv)k−1/2 =
vk + vk+1

2
, (δv)k−1/2 =

vk − vk−1
h

,

(δ∗y)k =
yk+1/2 − yk−1/2

h
, δtv =

v̂ − v
∆t

, v̂m = vm+1.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ÿâíóþ äâóõñëîéíóþ ïî âðåìåíè ñèììåòðè÷íóþ òðåõòî÷å÷-
íóþ ïî x äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèé (4)�(6):

∂tρ+ δ∗j = 0, (4)

∂t(ρu) + δ∗
(
j · su+ sp) = δ∗Π, (5)

∂tE + δ∗{(su− w)(sE + sp)} = δ∗(−q + Π · su), (6)

ãäå

j = sρ(su− w), sE = 0.5sρ(su)2 + s(ρε),

w =
τ

sρ
δ(ρu2 + p), ŵ =

sτ

sρ
(sρ · su · δu+ δp),

Π = νδu+ sρ · su · ŵ + τ(suδp+ γspδu),

−q = κδθ + τ

{
sρ · (su)2(δε+ sp · δ(1

ρ
)

}
.

Çäåñü îñíîâíûå èñêîìûå ôóíêöèè ρ > 0, u, ε è ïàðàìåòð τ îïðåäåëåíû íà ωh, à j, w, ŵ,Π
� íà ω∗h. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà ñêîáîê ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî, íàïðèìåð, sρ · su = (sρ)su.

3 Àíàëèç ñëàáîé êîíñåðâàòèâíîñòè

Ïåðåéä¼ì ñïåðâà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ρ̃m = ρm

ρ?
, ũm =

√
γum

c∗
, ε̃m = εm√

γ−1ε? .
Çäåñü ρ∗, u∗ = 0, ε∗ - ôîíîâûå íà÷àëüíûå äàííûå, à c∗ - ôîíîâàÿ ñêîðîñòü çâóêà. Äàëåå

äëÿ êîìïàêòíîñòè îïóñòèì òèëüäû íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè.
Ââåä¼ì âåêòîð-ñòîëáåö ôóíêöèþ ym = (ρm um εm)T , m > 0 è çàïèøåì ëèíåàðèçîâàí-

íóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó â ìàòðè÷íîì âèäå

ŷ = B−y− +By +B+y+, (7)

ãäå B−, B,B+ - íåêîòîðûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùèå îïåðàòîð ïåðåõîäà ê íîâîìó ñëîþ.
Ââåä¼ì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H êîìïëåêñíîçíà÷íûõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ

âåêòîð-ôóíêöèé íà ωh, ò.å. ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖y‖H =
(
h

∞∑
k=−∞

|yk|2
)1/2

.

Ïðè y0 = (ρ0 u0 ε0)T ∈ H èìååì ym ∈ H ïðè âñåõ m > 1. Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñëàáîé
êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû (7) â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ îöåíêè

sup
m>0
‖ym‖H 6 ‖y0‖H ∀y0 ∈ H. (8)
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Ðàçóìååòñÿ, îöåíêà (8) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü â H ïî íà÷àëüíûì äàííûì.
Ïîäñòàâèì â (7) ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà ymk = eikξvm(ξ), k ∈ Z, m > 0, ãäå i � ìíèìàÿ

åäèíèöà, 0 6 ξ 6 2π è ïîëó÷èì

v̂(ξ) = G(ξ)v(ξ), (9)

ãäå ìàòðèöà G(ξ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

G(ξ) = I−F, F = ib(ξ)B+c(ξ)A,A =

 1 0
√
γ − 1

0 γ + αs 0√
γ − 1 0 (1 + a)γ − 1

 , B =

0 1 0
1 0

√
γ − 1

0
√
γ − 1 0

 .

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, b(ξ) = β sin ξ, c(ξ) = 4αβ√
γ

sin2 ξ
2
, a = αPr

γ−1 , à αs - âÿçêîñòü.

Äëÿ êîìïàêòíîñòè ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ ω1 = 4αβθ, θ = sin2 ξ
2
∈ [0, 1], ω2 = β sin ξ; äëÿ

äàëüíåéøåãî âàæíî, ÷òî ω2
2 = 4β2θ(1− θ).

Èçâåñòíî (ñì. àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû â [2]), ÷òî ïðè y0 = (ρ0 u0 ε0)T ∈ H ìîæíî ââåñòè
ôóíêöèþ v0 ∈ L2(0, 2π) òàêóþ, ÷òî

v0(ξ) =
1√
2π

∞∑
k=−∞

y0
ke
−ikξ,

è çàïèñàòü ðåøåíèå ñõåìû (7) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

ymk =
1√
2π

∫ 2π

0

vm(ξ)eikξ dξ, k ∈ Z,

ãäå vm ∈ L2(0, 2π) â ñèëó (9). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

‖ym‖H =
√
h ‖vm‖L2(0,2π), m > 0. (10)

Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå

max
06ξ62π

max
l
|λl
(
G(ξ)

)
| 6 1 (11)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè (8) (ñì. àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò â [2]).
Çäåñü è íèæå λl(A) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.

Ëåììà 1. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

max
06ξ62π

max
l
λl
(
(G∗G)(ξ)

)
6 1 (12)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ (10) è ôîðìóëû (9) èìååì

h−1‖ŷ‖2H = ‖v̂‖2L2(0,2π) = ‖Gv‖2L2(0,2π) = (G∗Gv,v)L2(0,2π).

Ïîñêîëüêó (G∗G)(ξ) > 0 � ýðìèòîâà ìàòðèöà, òî îíà èìååò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
(G∗G)(ξ) = U∗(ξ)Λ(ξ)U(ξ), ãäå U(ξ) � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, à Λ(ξ) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ñ ÷èñëàìè λl

(
(G∗G)(ξ)

)
íà äèàãîíàëè. Ïîýòîìó äëÿ z(ξ) := U(ξ)v(ξ) èìååì

(G∗Gv,v)L2(0,2π) = (Λz, z)L2(0,2π) = ‖Λ1/2z‖2L2(0,2π).

Îòñþäà ‖ym‖2H = h‖Λm/2z0‖2L2(0,2π) ïðèm > 0, è íåðàâåíñòâî (8) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

sup
m>0
‖Λm/2z0‖2L2(0,2π) 6 ‖z0‖2L2(0,2π) ∀z0 ∈ L2(0, 2π).

Îíî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (12).
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Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12) ôàêòè÷åñêè âûïîëíåíî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì

(8), ñâîéñòâî íåâîçðàñòàíèÿ ‖ym‖H ïî m > 0.

Â ýòîé ëåììå âèä è ïîðÿäîê ìàòðèöû G íåñóùåñòâåííû è ôàêòè÷åñêè îíà ñïðàâåäëèâà
â øèðîêîé îáùíîñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü ìàòðèöà F (ξ) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé F (ξ) = I −G(ξ), ãäå I � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà. Òîãäà íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà

R(ξ) = F (ξ) + F ∗(ξ)− F ∗(ξ)F (ξ),

ãäå F ∗(ξ) � ìàòðèöà, ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííàÿ ê F (ξ), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðå-

äåë¼ííîé ìàòðèöåé äëÿ âñåõ ξ ∈ [0, 2π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûé ðåçóëüòàò ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òîãî ôàêòà, ÷òî ðàâåíñòâî

G∗(ξ)G(ξ)x = λξx

âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâåíñòâî
R(ξ)x = (1− λξ)x,

ïîñêîëüêó G∗(ξ)G(ξ) = I −R(ξ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ (12) íåîáõîäèìî, ÷òîáû

β 6 min
{ 2α
√
γ
,

√
γ

2α(γ + αs)
,

√
γ

α

1

(1 + a)γ +
√

((1 + a)γ)2 − 4aγ

}
. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà R(θ) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííîé, ïîýòîìó ìû îïèøåì
ìàòðèöó ïóò¼ì çàäàíèÿ å¼ ýëåìåíòîâ:

R11 = 4βθ

(
2α
√
γ

+ β
(
−4θα2 + θ − 1

))
;

R12 = 4βθ

(
2α
√
γ

+ β
(
−4θα2 + θ − 1

))
;

R13 = −4β

√
γ − 1

γ
θ
(
4(a+ 1)β

√
γθα2 − 2α− β√γ(θ − 1)

)
;

R22 =
4βθ

(
β(θ − 1)γ2 + 2α (γ + αs)

√
γ − 4α2βθ (γ + αs)

2
)

γ
;

R23 = 8iαβ2

√
γ − 1

γ
θ
√
−(θ − 1)θ (aγ − αs) ;

R33 = 4βθ

(
−4β

(
γ(a+ 1)2 − 2a− 1

)
θα2 +

2(aγ + γ − 1)α
√
γ

+ β(γ − 1)(θ − 1)

)
;

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòðèöû íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåë¼ííîñòü âîñïîëüçóåìñÿ îáîá-
ùåíèåì êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà: ýðìèòîâà ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîé, êîãäà âñå å¼ ãëàâíûå ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû (â äàííîì
ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ãëàâíûå ìèíîðû, à íå òîëüêî óãëîâûå).
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Ïðèìåíÿÿ äàííûé êðèòåðèé ê íàøåé ìàòðèöå R(θ), ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

îò M1
1 : β

(
4α2√γθ −√γθ +

√
γ
)
− 2α 6 0, (14)

îò M2
2 : −2αγ3/2 + β

(
γ2 + θ

((
4α2 − 1

)
γ2 + 8α2γαs + 4α2α2

s

))
− 2α

√
γαs 6 0, (15)

îò M3
3 : 2α+ β

(
θ
(
γ3/2

(
4α2 + 4α2a2 + 8α2a− 1

)
+
√
γ
(
−4α2 − 8α2a+ 1

))
+ γ3/2 −√γ

)
+

+ γ(−2α− 2αa) 6 0, (16)

îò M12
12 :

(
β
(
γ + θ

((
4α2 − 1

)
γ + 4α2αs

))
− 2α

√
γ
)
×

×
(
−2αγ + β

(
γ3/2 + θ

((
4α2 − 1

)
γ3/2 + 4α2√γαs

))
− 2ααs

)
> 0, (17)

îò M13
13 : 2α+β2

(
θ2
(
8α3a− 2αaγ

)
+ 2αaγθ

)
+β

(√
γθ
(
−4α2 − 4α2a+ 1

)
−√γ

)
> 0, (18)

+ îò M23
23 : αβ

(
−2γ2((a+ 2)γ − 2)

(
θ
(
4α2(a+ 1)− 1

)
+ 1
)
−

−2γαs
(
θ
(
4α2((a+ 1)(a+ 3)γ − 2a− 3)− γ + 1

)
+ γ − 1

)
− 8α2θ(aγ + γ − 1)α2

s

)
+

+ 4α2√γ(aγ + γ − 1) (γ + αs) + β2√γ
(
γ2
(
γ
(
θ
(
4α2(a+ 1)− 1

)
+ 1
)2−

−θ
(
16α4(2aθ + θ) + 4α2((a− 2)a− 2)(θ − 1) + θ − 2

)
− 1
)

+

+8α2θαs
(
γθ
(
−4α2 + (a+ 1)γ

(
4α2(a+ 1)− 1

)
− 8α2a+ a+ 1

)
+

+(a+ 1)(γ − 1)γ + 2α2θ
(
(a+ 1)2γ − 2a− 1

)
αs
))

> 0 (19)

îò M123
123 = detR :

(
β
(
γ + θ

((
4α2 − 1

)
γ + 4α2αs

))
− 2α

√
γ
)
×

×
(
2αγ + β2

(
2αaγθ + θ2

(
γ
(
8α3a− 2αa

)
+ 8α3aαs

))
+

+β
(
θ
(
γ3/2

(
−4α2 − 4α2a+ 1

)
+
√
γ
(
−4α2aαs − 4α2αs

))
− γ3/2

)
+ 2ααs

)
6 0 (20)

Äàííûå íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî β ðàâíîìåðíî ïî âñåì θ ∈ [0, 1].
Ðàçáåð¼ìñÿ ñïåðâà ñ íåðàâåñòâîì (14). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò äàííîãî ëèíåéíîãî ìíîãî÷ëåíà íåîòðèöàòåëåí: 4α2√γθ − √γθ +
√
γ = 4α2√γθ +√

γ(1−θ), à ïî ïðåäïîëîæåíèþ 0 6 θ 6 1, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè äàííîãî íåðàâåíñòâà çíàê
ñîõðàíèòñÿ, è ìû ïîëó÷èì

β 6
2α

(4α2 − 1)
√
γθ +

√
γ
.

Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî θ, à
ïîòîìó ìàêñèìóì ïî ýòîé ïåðåìåííîé áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà òîì èëè èíîì êîíöå îòðåçêà,
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ïîýòîìó ðàâíîìåðíîé îöåíêîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ îöåíêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìèíèìóì èç
çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè íà êîíöàõ îòðåçêà:

β 6
1
√
γ

min

{
2α,

1

2α

}
(21)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, çàìå÷àÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ñòàðøåãî êîýôôèöèýíòà ëèíåéíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ â íåðàâåíñòâàõ (15) è (16), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

β 6 min

{
2α(γ + αs)

γ
√
γ

,

√
γ

2α(γ + αs)

}
(22)

è

β 6 min

 2α
√
γ

(a+ 1)γ − 1

γ − 1
,

1

2α
√
γ

1

1 + a
(

1− 1
(a+1)γ−1

)
 (23)

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (17) ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî òîò æå ñïîñîá ïðèâîäèò ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

−2α
√
γ + β

[
γ(1− θ) + 4α2γθ + 4α2θαs

]
6 0,

−2α(γ − αs) + β
[
γ
√
γ(1− θ) + 4α2γ

√
γθ + 4α2√γθαs

]
6 0,

ðàâíîìåðíûì ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

β 6 min

{
2α
√
γ
,

√
γ

2α(γ + αs)

}
(24)

Ïðè èññëåäîâàíèè íåðàâåíñòâà (18) íàéä¼ì ñïåðâà àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå êîðíåé
êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Äàííûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ
âåðíûì, ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò äàííîãî òð¼õ÷ëåíà

Dβ = γ
(
ω
(
16(a+ 1)2α4ω + 8(a− 1)α2(ω − 1) + ω − 2

)
+ 1
)
− 64aα4ω2

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé äëÿ âñåõ ω ∈ [0, 1] ïðè óñëîâèè, ÷òî γ > 1.
Îäèí èç åãî êîðíåé (ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä äèñêðèìèíàíòîì) ïîñëå ïðîâåäåíèÿ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óïðîùåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

β∗1 =
4α

√
γ (ω (4(a+ 1)α2 − 1) + 1) +

√
γ (ω (16(a+ 1)2α4ω + 8(a− 1)α2(ω − 1) + ω − 2) + 1)− 64aα4ω2

Ê ñîæàåíèþ, êîðåíü íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé, à ïðè 0 6 α 6 1
2
(ãäå ëå-

æàò íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòð) òî÷êà ýêñòðåìóìà ëåæèò
âíóòðè îòðåçêà [0, 1].

Òî÷êè ýêñòðåìóìà åñòü:

ω∗1,2 =
γ (4(a− 1)α2 + 1) (4α2 − γ)± 2

√
(γ − 1)γ2

(
− (1− 4(a+ 1)α2)2

)
(4α4 − α2γ)

(4α2 − γ) (−64aα4 + 8α2γ (2(a+ 1)2α2 + a− 1) + γ)
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Ïðè ýòîì êîðåíü ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿ ïåðåä ðàäèêàëîì âñåãäà íåîòðèöàòåëåí. Ôîðìàëü-
íîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà äà¼ò íàì îòâåò â âèäå íåðàâåíñòâà

a > 1 ∧
((

0 < α 6
1

2
∧ γ > 1

)
∨
(

1

2
< α < 1 ∧ γ > 4α2

))
,

êîòîðîå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.
×òî êàñàåòñÿ êîðíÿ ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿ ïåðåä ðàäèêàëîì, òî ïðè a > 1∧ 1

2
6 α < 1∧γ >

4α2 îí ëåæèò âíå îòðåçêà [0, 1], ñëåäîâàòåëüíî, íå ó÷àñòâóåò â ðàññìîòðåíèè ìàêñèìàëüíîé
è ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû.

Òåì ñàìûì, ïðè 1
2
6 α 6 1 íàøè ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå, à ïðè 0 6 α 6 1

2

íåîáõîäèìî òàêæå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âåëè÷èíó

β∗ =
n1

n2

,

ãäå
n1 = 2α

(
4α2 − γ

) (
−64aα4 + 8α2γ

(
2(a+ 1)2α2 + a− 1

)
+ γ
)

è

n2 = 16a2α4γ
(
4α2 − γ

)(√α2(γ − 1)γ

γ − 4α2
+
√
γ

)
+

+ (2α− 1)(2α + 1)
√
γ

((
4α2 − 1

)√
γ

√
α2(γ − 1)γ

γ − 4α2

(
4α2 − γ

)
+

+
√

(γ − 1)γ2
(
− (1− 4(a+ 1)α2)2

)
(4α4 − α2γ)

)
+4aα2

(
−4α2(γ − 3)γ

(
2

√
α2(γ − 1)γ

γ − 4α2
+
√
γ

)
+(

+16α4(γ − 2)

(
2

√
α2(γ − 1)γ

γ − 4α2
+
√
γ

)
+
√
γ

(
−2γ3/2

√
α2(γ − 1)γ

γ − 4α2
0+

+

√
α2(γ − 1)γ2 (1− 4(a+ 1)α2)2 (γ − 4α2)− γ2

))
.

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî äàííîé âåëè÷èíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè ìû ñòàâèì öåëüþ ïî-
ëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ.

Òåì æå ïðè¼ìîì îáåñïå÷èâàåòñÿ è ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (19)

β 6 min

2α(γ + αs)

γ
√
γ

,

√
γ

2α(γ + αs)
,

1

2α
√
γ

1

1 + a
(

1− a
(a+1)γ−1

)
 . (25)

Êàê âèäíî èç íåðàâåíñòâà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåé-
íîé è êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Åñëè ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âñ¼ î÷åâèäíî, òî êâàäðàòè÷íàÿ
òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ Wolfram Mathematica áûëè íàéäåíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ äàííîãî
òð¼÷ëåíà. Ïðèâåä¼ì êàê èíòåðåñóþùèé íàñ ëèøü íàèìåíüøèé:

4α (γ + αs)

γ3/2 (ω (4(a+ 1)α2 − 1) + 1) + 4(a+ 1)α2
√
γωαs +

√
γ (γω (4(a+ 1)α2 − 1) + 4(a+ 1)α2ωαs + γ) 2 − 16aα2ω (γ + αs) ((4α2 − 1) γω + γ + 4α2ωαs)
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Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ìîæíî ðàññìîòðåòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ òð¼õ êîðíåé íà êîí-
öàõ èíòåðâàëà [0, 1], è ïîëó÷èòü

β 6 min{ 2α
√
γ
,

√
γ

2α(γ + αs)
,

√
γ

α

1

(a+ 1)γ +
√

(a+ 1)2γ2 − 4aγ
}. (26)

Ìû ìîæåì íàéòè ïðîèçâîäíóþ çíàìåíàòåëÿ è ïðèðàâíÿòü å¼ ê íóëþ. Âñåãî åñòü äâå
òî÷êè ω∗, êîòîðûå ìîãóò áûòü òî÷êàìè ýêñòðåìóìà:

ω∗ =
−4aα2(γ − 2)γ ((4α2 − 1) γ + 4α2αs) (γ + αs)

2 ± 2
√
−a(γ − 1)γ3 (γ + αs) 3 ((4α2 − 1) γ + 4α2αs) (αγ (4(a+ 1)α2 − 1) + 4(a+ 1)α3αs) 2 − γ2 (−4α2γ + γ − 4α2αs)

2 (γ + αs)

(γ + αs) ((4α2 − 1) γ + 4α2αs)
(
γ2
(
γ (1− 4(a+ 1)α2)2 + 16a (1− 4α2)α2

)
+ 8α2αs (γ ((a+ 1)γ (4(a+ 1)α2 − 1) + 2a (1− 8α2)) + 2α2 ((a+ 1)2γ − 4a)αs)

)
Èññëåäîâàíèåì ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé âûÿâëåíî, ÷òî ïðè íàøèõ

ïàðàìåòðàõ îáà îíè ëåæàò âíå îòðåçêà [0, 1].
Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (21)�(26), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (13), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.

4 Èòîã

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå êðèòåðèÿ è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ

Íà ðèñ. 1 ñïëîøíîé êðàñíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåí ïîëó÷åííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå êðè-
òåðèé ñëàáîé êîíñåðâàòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû, à ñèíåé ïóíêòèðíîé ëèíèåé �
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïîëó÷åííîå Þ. Â. Øåðåòîâûì â [13].

Çàìåòèì, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷åê 0 è 1 ïàðàìåòðà α äâà óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò, à â îáëàñòè, êîòîðàÿ íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò êóäà øèðå óæå èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà.
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