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×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè îòíîñÿòñÿ ê îñíîâíûì â
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Èì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ñðåäè íèõ
ñóùåñòâóåò êëàññ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðåäâàðèòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.
Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ ÿâíûå ìåòîäû ñ ñèììåòðè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ïî
ïðîñòðàíñòâó, îñíîâàííûå íà òàê íàçûâàåìûõ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêîé è
êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé (ÊÃèäÄ) ðåãóëÿðèçàöèÿõ. Îíè áûëè óñïåøíî
èñïîëüçîâàíû äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Ïðè ýòîì âñåãäà èñïîëüçîâàëèñü ñõåìû íà íåðàçíåñ¼ííûõ ñåòêàõ, ãäå îñíîâíûå
èñêîìûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà îäíîé è òîé æå ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâó. Íåäàâíî
(2020) áûë âûïîëíåí àíàëèç L2-äèññèïàòèâíîñòè òàêèõ ñõåì â ëèíåàðèçîâàííîé
êàê áàðîòðîïíîé, òàê è òåïëîïðîâîäíîé ïîñòàíîâêàõ.



Â òî æå âðåìÿ ñõåìû íà ðàçíåñ¼ííûõ ñåòêàõ õîðîøî èçâåñòíû â âû÷èñëèòåëüíîé
ãèäðîäèíàìèêå. Íåäàâíî (2021) áûëà ïîñòðîåíà è óñïåøíî àïðîáèðîâàíà ÿâíàÿ
ñõåìà íà ðàçíåñ¼ííûõ ñåòêàõ ñ ÊÃèäÄ-ðåãóëÿðèçàöèåé äëÿ 3D óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà-Êàíà-Õèëëàðäà.
Òàêæå íåäàâíî (2021) âûâåäåí êðèòåðèé L2-äèññèïàòèâíîñòè òàêîé ñõåìû,
ëèíåàðèçîâàííîé íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè â ñëó÷àå 1D áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé
Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà ñæèìàåìîãî ãàçà ïðè íóëåâîì ôîíîâîì ÷èñëå Ìàõà M=0.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíèì íà ïðàêòèêå òîëüêî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ìàõà.



Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ L2-äèññèïàòèâíîñòü ëèíåàðèçîâàííîé íà ïîñòîÿííîì
ðåøåíèè ñõåìû íà ðàçíåñ¼ííûõ ñåòêàõ äëÿ óêàçàííûõ 1D ñèñòåì óðàâíåíèé â
ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà Ìàõà.
Èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, íî àíàëèçèðóþòñÿ íå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
íåñàìîñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöû-ñèìâîëà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ïåðåõîäà ñî
ñëîÿ íà ñëîé, à ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ñèìâîëû ñèììåòðè÷íûõ
ìàòðèö êîíâåêòèâíûõ è ðåãóëÿðèçóþùèõ ñëàãàåìûõ.



ÊÃèäÄ 1D áàðîòðîïíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà áåç
ó÷åòà âíåøíèõ ñèë ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé áàëàíñà ìàññû è èìïóëüñà

∂tρ+ ∂x j = 0, ∂t(ρu) + ∂x (ju) + ∂xp(ρ) = ∂x Π, (1)

ãäå ρ > 0 è u � èñêîìûå ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà, çàâèñÿùèå îò (x , t), ãäå x ∈ R
è t ≥ 0, à ∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂x . Òàêæå p(ρ) � äàâëåíèå, p(ρ) ∈ C 2(0,+∞),
p′(ρ) > 0.
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû j , ðåãóëÿðèçóþùàÿ ñêîðîñòü ŵ è âÿçêîå
íàïðÿæåíèå Π çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

j = ρ(u − ŵ), ŵ = τ
[
u∂xu + 1

ρ∂xp(ρ)
]
, Π = µ∂xu + Πτ , Πτ = ρuŵ . (2)



Çäåñü µ∂xu è Πτ � âÿçêèå òèïà Íàâüå-Ñòîêñà è ðåãóëÿðèçóþùåå íàïðÿæåíèÿ,
τ = τ(ρ, u) > 0 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, µ = µph + µart , µph è µart = ταsρp

′(ρ)
� ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû ïîëíîé, ôèçè÷åñêîé (ñóììàðíîé äèíàìè÷åñêîé
è îáúåìíîé) è èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò ρ è u. Êðîìå
òîãî, αs ≥ 0 � ÷èñëî Øìèäòà; åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è êàê ïàðàìåòð
÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ïóñòü ν = µ

ρ = νph + ταsp
′(ρ) è νph =

µph

ρ � ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.
Ââåäåì ñåòêó ωh ñ óçëàìè xk = kh è ñäâèíóòóþ ñåòêó ω∗h ñ óçëàìè
xk−1/2 = (k − 1/2)h, k ∈ Z, ñ øàãîì h > 0, à òàêæå ñåòêó ω̄∆t ñ óçëàìè tm = m∆t,
m ≥ 0 è øàãîì ∆t > 0.



Ââåäåì îïåðàòîðû íà ôóíêöèÿõ v , w , y , çàäàííûõ íà ñåòêàõ ωh, ω
∗
h, ω̄

∆t

ñîîòâåòñòâåííî:

svk−1/2 =
vk−1 + vk

2
, δvk−1/2 =

vk − vk−1
h

, δ̊vk =
vk+1 − vk−1

2h
,

s∗wk =
wk−1/2 + wk+1/2

2
, δ∗wk =

wk+1/2 − wk−1/2

h
, δ̊∗wk−1/2 =

wk+1/2 − wk−3/2

2h
,

δty =
y+ − y

∆t
, y+,m = ym+1,

ãäå vk = v(xk ), wk−1/2 = w(xk−1/2), ym = y(tm). Îòìåòèì, ÷òî δ̊ = δ∗s = s∗δ è

δ̊∗ = δs∗ = sδ∗.



Ââåäåì èçâåñòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèþ � ýíòàëüïèþ

P1(ρ) :=

∫ ρ

r0

p′(r)

r
dr , ρ > 0,

ãäå r0 > 0; Â 2020 áûëà ïîñòðîåíà ÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ïî âðåìåíè 3D ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà ñ ÊÃèäÄ ðåãóëÿðèçàöèåé íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ, ïðèíèìàþùàÿ â 1D
ïîñòàíîâêå (1), (2) âèä

δtρ+ δj = 0 íà ω∗h, δt [(s∗ρ)u] + δ∗[(sj)su] + (s∗ρ)δ∗P1(ρ) = δ∗Π íà ωh, (3)

j = (s∗ρ)(u − ŵ), ŵ = τ
[
us∗δu + δ∗P1(ρ)

]
íà ωh, (4)

Π = µδu + Πτ , Πτ = s[u(s∗ρ)ŵ ] íà ω∗h (5)

íà ω̄∆t . Çäåñü ρ è u çàäàíû ïî ïðîñòðàíñòâó íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ ω∗h è ωh

ñîîòâåòñòâåííî.



Âûïèñàííóþ ñõåìó ëèíåàðèçóåì íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè ρ∗ = const > 0,
u∗ = const. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì åå ðåøåíèå â âèäå ρ = ρ∗ + ρ∗ρ̃, u = u∗ + c∗ũ,
ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ ñõåìû, îòáðîñèì ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê îáåçðàçìåðåííûì âîçìóùåíèÿì ρ̃, ũ è ïîëó÷èì ëèíåàðèçîâàííóþ
ñõåìó

δt ρ̃+ u∗δ̊
∗ρ̃+ c∗δũ − τ∗c2∗δδ∗ρ̃− τ∗u∗c∗δδ̊ũ = 0, (6)

δt ũ + c∗δ
∗ρ̃+ u∗δ̊ũ − τ∗c2∗u∗δ∗δ̊∗ρ̃− τ∗u2∗ δ̊2ũ − ν∗δ∗δũ = 0, (7)

ãäå τ∗ = τ∗(ρ∗, u∗), c∗ =
√

p′(ρ∗), ν∗ = νph∗ + τ∗αsc
2
∗ è νph∗ � ôîíîâûå ïàðàìåòð

ðåãóëÿðèçàöèè, ñêîðîñòü çâóêà è êèíåìàòè÷åñêèå âÿçêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
ëèíåàðèçîâàííàÿ ñõåìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ñëàãàåìîãî δ∗P1(ρ) íà áîëåå
ñòàíäàðòíîå (s∗ρ)−1δ∗p(ρ) â (3), (4). Íèæå òèëüäû íàä âîçìóùåíèÿìè ρ̃, ũ
îòáðîñèì äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé.



Ïóñòü H(ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ è ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå íà ñåòêå ω. Ââåäåì òàêæå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî ïàð ôóíêöèé (ρ, u) ∈ H := H(ω∗h)× H(ωh) ñ îáû÷íûìè ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

((ρ, u), (ρ̃, ũ))H = h
∑
k∈Z

ρk ρ̃
∗
k + h

∑
k∈Z

uk−1/2ũ
∗
k−1/2,

ãäå ∗ îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ïåðåïèøåì ñõåìó (6), (7) â ðåêóððåíòíîì âèäå:

ρ+ = ρ−∆tc∗
(
M δ̊∗ρ+ δu

)
+ ∆tτ∗c

2
∗
(
δδ∗ρ+ Mδδ̊u

)
, (8)

u+ = u −∆tc∗
(
δ∗ρ+ M δ̊u

)
+ ∆tτ∗c

2
∗
(
Mδ∗δ̊∗ρ+ M2δ̊2u + ν̃∗δ

∗δu
)

(9)



ñ áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè M := u∗
c∗

è ν̃∗ := ν∗
τ∗c2∗

=
νph∗
τ∗c2∗

+ αs ; ïðè ýòîì |M| �
ôîíîâîå ÷èñëî Ìàõà.
Ïîñòàâèì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñõåìû (8), (9) îöåíêè

sup
m≥0
‖(ρm, um)‖H ≤ ‖(ρ0, u0)‖H ∀(ρ0, u0) ∈ H. (10)

Èçó÷àòü èõ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà äîêàçàíà
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)



Áîëåå òîãî, íàïîìíèì, ÷òî îöåíêà (10) îçíà÷àåò, ÷òî sup
m≥0
‖Gm‖H→H ≤ 1, ãäå

G = I−∆tc∗B + ∆tτ∗c
2
∗A � îïåðàòîð ïåðåõîäà ñî ñëîÿ íà ñëîé c äåéñòâóþùèìè â

H åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì I è îïåðàòîðàìè êîíâåêòèâíûõ è âÿçêèõ ñëàãàåìûõ B è
A òàêèìè, ÷òî

B(ρ, u) = (M δ̊∗ρ+ δu, δ∗ρ+ M δ̊u),

A(ρ, u) = (δδ∗ρ+ Mδδ̊u,Mδ∗δ̊∗ρ+ M2δ̊2u + ν̃∗δ
∗δu).

Ýêâèâàëåíòíî, ‖G‖H→H ≤ 1. Ïîýòîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíêà (10) ýêâèâàëåíòíà
âàæíîìó ñâîéñòâó L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû

‖(ρm, um)‖H ≤ ‖(ρm−1, um−1)‖H ≤ · · · ≤ ‖(ρ0, u0)‖H ∀(ρ0, u0) ∈ H, m ≥ 1.



Ïóñòü ∆t è τ∗ çàäàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè

∆t =
βh

c∗
, τ∗ =

αh

c∗
(11)

ñ ïàðàìåòðàìè β > 0 è α > 0. Â äàííîì ðàçäåëå äàåòñÿ íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà β â çàâèñèìîñòè îò α äëÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè (10) â
ñëó÷àå µph = 0.
Äëÿ ýòîãî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåêòðàëüíûì ïîäõîäîì ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (8),
(9) ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

ρm
k−1/2(ξ) = e i(k−1/2)ξwm

ρ (ξ), um
k (ξ) = e ikξwm

u (ξ), k ∈ Z, m ≥ 0,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà è ξ ∈ [0, 2π] � ïàðàìåòð.



Ôóíêöèÿ e ikξ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿ îïåðàòîðîâ δ̊ è −δ∗δ, à e i(k−1/2)ξ �
îïåðàòîðîâ δ̊∗ è −δδ∗, è îíè îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îäíèì è òåì æå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì i

h sin ξ = i 2h sξcξ è
4

h2
s2ξ , ãäå sξ = sin ξ

2
è cξ = cos ξ

2
. Êðîìå

òîãî, èìååì

δe ikξ = i 2h sξe
i(k−1/2)ξ, δ∗e i(k−1/2)ξ = i 2h sξe

ikξ.

Èñïîëüçîâàâ ýòè ôîðìóëû è (11), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

w+
ρ = wρ − β

[
2isξ
(
Mcξwρ + wu

)
+ 4αs2ξ

(
wρ + Mcξwu

)]
,

w+
u = wu − β

{
2isξ
(
wρ + Mcξwu

)
+ 4αs2ξ

[
Mcξwρ +

(
M2c2ξ + ν̃∗

)
wu

]}
.



Ââåäåì âåêòîð-ñòîëáåö w = (wρ,wu)T è ïåðåéäåì ê ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè

w+ = w − β

[
2isξ

(
Mcξ 1

1 Mcξ

)
+ 4αs2ξ

(
1 Mcξ

Mcξ M2c2ξ + αs

)]
w

ïðè µph = 0.



Åå óäîáíî ïåðåïèñàòü â êîìïàêòíîì âèäå

w+ = G (q)w

ñ èñïîëüçîâàíèåì 2× 2 ìàòðèö

G (q) = I − βF (q), F (q) = 2i
√
σB(q) + 4ασA(q), (12)

B(q) =

(
±√q 1

1 ±√q

)
, A(q) =

(
1 ±√q
±√q q + αs

)
, (13)

ãäå G (q) � ñèìâîë îïåðàòîðà G, B(q) è A(q) ïðîïîðöèîíàëüíû ñèìâîëàì
îïåðàòîðîâ B è A, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2-ãî ïîðÿäêà, q = q(ξ) = M2 cos2 ξ

2
,

σ = sin2 ξ
2
, ïðè÷åì σ = 1− q

M2 ïðè M 6= 0, à ± = (sgnM) sgn cos ξ
2
.



Òåîðåìà 1

Ïóñòü µph = 0 è M 6= 0. Äëÿ L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû (6), (7) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà

1

β
A(q) ≥ Q(q) := 2ασA2(q) +

1

2α
B2(q) + i

√
σ[A(q),B(q)] (14)

äëÿ âñåõ 0 ≤ q ≤ M2, ãäå Q(q) � ýðìèòîâà ìàòðèöà, Q(q) ≥ 0 ïðè 0 ≤ q ≤ M2, à

[A,B] = AB − BA .

Ïðè M = 0 (ò.å. u∗ = 0) ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåò ñèëó ñ çàìåíîé ïàðàìåòðà

0 ≤ q ≤ M2 íà 0 ≤ σ ≤ 1.



Óêàæåì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî âåðíû ôîðìóëû

A2 =

(
q + 1 ±√q(q + αs + 1)

±√q(q + αs + 1) q + (q + αs)2

)
, B2 =

(
q + 1 ±2√q
±2√q q + 1

)
, (15)

i[A,B] = i(q + αs − 1)

(
0 −1
1 0

)
. (16)

Ïî ñâîéñòâàì ñïåêòðàëüíîé íîðìû ìàòðèö èìååì

λmax

(
G ∗(q)G (q)

)
= max

w∈C2,w 6=0

‖G (q)w‖2C2

‖w‖2C2

= ‖G (q)‖22.



Ïîñêîëüêó |λ(G )| ≤ ‖G‖2 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ(G ) ëþáîé ìàòðèöû G , òî
ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ôîí Íåéìàíà

|λ(G (q))| ≤ 1 ∀λ(G (q)), 0 ≤ q ≤ M2 (17)

ñëåäóåò èç ñïåêòðàëüíîé îöåíêè è ïîýòîìó ñëóæèò ëèøü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
L2-äèññèïàòèâíîñòè. Ïðè ýòîì îíî íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòè ñõåìû â
êàêîé-ëèáî íîðìå.
Õîòÿ óñëîâèÿ òèïà (17) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ëèòåðàòóðå (â òîì ÷èñëå äëÿ
ðàçíåñåííûõ ñåòîê), óáåäèìñÿ, ÷òî çäåñü îíî îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ãðóáûì â
ñðàâíåíèè ñ äàæå â îòíîñèòåëüíî ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå M = 0.



Òåîðåìà 2

Ïóñòü µph = 0 è M = 0. Ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ôîí Íåéìàíà (17)
äëÿ ñõåìû (6), (7) âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè

β ≤ βvN :=


(αs +1)α
4αsα2+1

ïðè |αs − 1|α ≤ 1

(αs +1)α−
√

(αs−1)2α2−1
4αsα2+1

= 1

(αs +1)α+
√

(αs−1)2α2−1
èíà÷å

.

(18)

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî βvN ≤ 1.



Ïðè M = 0 áûë äàí êðèòåðèé L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû (6), (7), èìåþùèé âèä

β ≤ βcr :=
2min{αs , 1}α
4αsα2 + 1

. (19)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (αs + 1)− |αs − 1| = 2min{αs , 1}, ëåãêî âèäåòü, ÷òî βcr < βvN ïðè
âñåõ αs ≥ 0, αs 6= 1 ëèáî βcr = βvN ïðè αs = 1 (äëÿ âñåõ α > 0); ñì. òàêæå ôèã. 1.
Â òîì ÷èñëå ïðè αs = 0 èìååì βcr = 0 è L2-äèññèïàòèâíîñòü îòñóòñòâóåò, òîãäà
êàê βvN = α−

√
max{α2 − 1, 0} > 0. Äëÿ ñõåì ñ ðåãóëÿðèçàöèÿìè íà

íåðàçíåñåííûõ ñåòêàõ ðàçëè÷èå ìåæäó óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (18) è (19),
áûëî óñòàíîâëåíî â 2018. Îäíàêî çäåñü äëÿ ñõåìû íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ îíî
áîëåå ñóùåñòâåííî, à ïîâåäåíèå βvN çàìåòíî ñëîæíåå.



(a) (b)

(c) (d)

Ôèã.. Ãðàôèêè βvN (ñïëîøíàÿ) è βcr (ïóíêòèðíàÿ) â çàâèñèìîñòè îò α ïðè: (a) αs = 0;
(b) αs = 1/10; (c) αs = 1; (d) αs = 2.



Ëåììà 1

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííóþ ñèììåòðè÷íóþ è êîìïëåêñíóþ ýðìèòîâó

ìàòðèöû

A =

(
a1 a

a a2

)
, Q =

(
q1 q

q∗ q2

)
ñ ëþáûì q ∈ C. Ïóñòü òàêæå A > 0, Q ≥ 0. Íåðàâåíñòâî ζA ≥ Q ñ ïàðàìåòðîì

ζ ≥ 0 âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè

ζ ≥
b +

√
b2 − 4|A||Q|
2|A|

, (20)

ãäå b := a1q2 + a2q1 − 2aqR . Â ýòîì íåðàâåíñòâå b2 ≥ 4|A||Q|, à b > 0 ïðè Q 6= 0.



Ñëåäñòâèå 1

Â óñëîâèÿõ ëåììû 1 äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà ζA ≥ Q ñ ζ ≥ 0 íåîáõîäèìî,

÷òîáû ζ ≥ b
2|A| , è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ζ ≥ b

|A| . Â ýòè óñëîâèÿ íå âõîäèò |Q|.



Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûì â äàííîé ðàáîòå.

Òåîðåìà 3

Ïóñòü µph = 0, αs > 0 è M 6= 0. Äëÿ L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû (6), (7)
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

1

β
≥ 1

βnec
:= max

{
b̄1α,

b̄2
4αsα

}
(21)

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

1

β
≥ 1

βsuf
:= 2b̄1α +

b̄2
2αsα

, (22)



Òåîðåìà 3
ãäå

b̄1 = b̄1(αs ,M
2) :=

{
αs + 1 ïðè M2 ≤ αs + 1

1

4M2 (M2 + αs + 1)2 ïðè M2 ≥ αs + 1
, (23)

b̄2 = b̄2(αs ,M
2) :=

{
αs + 1 ïðè αs ≤ 2, M2 ≤ 2− αs

(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1), èíà÷å
. (24)



Çàìå÷àíèå 1

Ïðè M = 0 èìååì q = 0 è b1 = σ(αs + 1) è b2 = αs + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò

áðàòü ìàêñèìóì ïî 0 ≤ σ ≤ 1, è òåîðåìà ñîõðàíÿåò ñèëó, áîëåå òîãî, íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ìîæíî óñèëèòü äî

1

β
≥ b̄1α +

b̄2
4αsα

= (αs + 1)
(
α +

1

4αsα

)
.



Ôóíêöèè βnec è βsuf íåïðåðûâíû â îêòàíòå α > 0, αs ≥ 0, M2 ≥ 0, íå âîçðàñòàþò
ïî M2 (ò.ê. ïî îïðåäåëåíèþ b̄1 è b̄2 íå óáûâàþò ïî M2) è ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè
α→ +0 è α→ +∞. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ñèëó óêàçàííîãî íåâîçðàñòàíèÿ
âûïîëíåíèå óñëîâèé (21) èëè (22) ïðè íåêîòîðîì M = M0 > 0 âëå÷åò èõ
âûïîëíåíèå ïðè âñåõ 0 ≤ |M| ≤ M0 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ α è αs). Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî 1

4
βnec ≤ βsuf ≤ 1

2
βnec .



(a) (b) (c)

Ôèã.. Ãðàôèêè βnec (âåðõíèé) è βsuf (íèæíèé) â çàâèñèìîñòè îò α è |M| ïðè: (a) αs = 1

4
;

(b) αs = 1; (c) αs = 4.



Âûïîëíåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû â öåëîì íåïëîõî ñîîòíîñÿòñÿ ñ
ïðèâåäåííûì âûøå òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ïðè
M = 0 óæå ïðîñòûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå íåáîëüøîå íàðóøåíèå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ôîí Íåéìàíà îáû÷íî ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ýòî óñëîâèå íå îáåñïå÷èâàåò
L2-äèññèïàòèâíîñòè, êàê è ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ (äåòàëè äëÿ êðàòêîñòè
îïóñêàåì). Ïîñëåäíåå íå ñòîëü êðèòè÷íî äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Òåì íå
ìåíåå âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà îêàçûâàåòñÿ âàæíûì â èñõîäíîé íåëèíåéíîé
ïîñòàíîâêå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ëó÷øåãî êà÷åñòâà ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñ öåëüþ
óñòðàíåíèÿ èëè ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ ÷èñëåííûõ îñöèëëÿöèé, õîòÿ îáû÷íî
ëèøü äîñòàòî÷íî ñèëüíûå èç íèõ ïðèâîäÿò ê ïîëíîìó ðàçðóøåíèþ ðåøåíèé.



Â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå âîçüìåì p(ρ) = ργ ñ γ = 1.4. Ïóñòü

∆t =
β̂h

maxk∈Z(ck + |uk |)
, τ =

αh

c
, c =

√
p′(s∗ρ)

ïîäîáíî (11). Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è Ðèìàíà. Â ïðèìåðå 1 âûáåðåì íà÷àëüíûå
äàííûå

ρ0(x) =

{
1.4, x < 0

1, x > 0
, u0(x) = 0,

è ÷èñëåííî ðåøèì çàäà÷ó äî ìîìåíòà âðåìåíè tfin = 0.04. Òîãäà ÷èñëî Ìàõà |M|
âàðüèðóåòñÿ îò 0 äî ≈ 0.1777 è òåì ñàìûì íåâåëèêî.



Âîçüìåì α = 0.25, β̂ = 0.05 è h = 1/150. Íà ôèã. 3 äàíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ ρ è u
ïî ïðîñòðàíñòâó ïðè t = tfin è ãðàôèê ïî âðåìåíè åãî ïîëíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
âàðèàöèè

V (ρ, u) =
∑
k∈Z
|ρk+1/2 − ρk−1/2|+ |uk − uk−1|.

Ïðè αs = 1 ÷èñëåííîå ðåøåíèå íå èìååò âèäèìûõ îñöèëëÿöèé, à V (ρ, u) ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ñëàáî íåìîíîòîííîé è ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
βsuf = 0.2. Íî ïðè αs = 0 îñöèëëÿöèè ρ, u, V (ρ, u) çàìåòíû, è íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
β̂ = 0.05 ìíîãî ìåíüøå βvN = 0.25, ñì. (18), êà÷åñòâî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íèçêîå.



(a) αs = 0 (b) αs = 1

Ôèã.. Ïðèìåð 1: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ t = 0.04 è åãî ïîëíàÿ âàðèàöèÿ
ïî âðåìåíè äëÿ α = 0.25, β̂ = 0.05, h = 1/150: (a) αs = 0; (b) αs = 1.



Â ïðèìåðå 2 èñïîëüçóåì äðóãèå íà÷àëüíûå äàííûå

ρ0(x) =

{
ρL = 1, x < 0

ρR = 1.1, x > 0
, u0(x) =

{
−0.5

√
p′(ρL) ≈ −0.5916, x < 0

0.5
√
p′(ρR) ≈ 0.6021, x > 0

è ïðåæíåå tfin. Çäåñü â ðàñ÷åòå ÷èñëî Ìàõà âàðüèðóåòñÿ îò 0 äî 0.5 è óæå íå ìàëî.
Âîçüìåì ïðåæíèå αs , h, à β̂ = 0.3. Íà ôèã. 4(b) ïðè αs = 1 ó ρ, u íåò îñöèëëÿöèé,
à V (ρ, u) âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó. Íàïðîòèâ, íà ôèã. 4(a) ïðè αs = 0 âñå
âåëè÷èíû ρ, u,V (ρ, u) îñöèëëèðóþò, è ïîýòîìó ýòîò âûáîð αs íàìíîãî õóæå, ÷òî è
ïðåäñêàçûâàåò äàííûé âûøå àíàëèç äèññèïàòèâíîñòè â êîíòðàñòå ñ óñëîâèåì ôîí
Íåéìàíà, ñì. ôèã. 1(a).
Òàêæå â ðÿäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ óäàðíûìè âîëíàìè íàìè áûëî îòìå÷åíî,
÷òî çíà÷åíèå β = βsuf ïîçâîëÿåò íåïëîõî ðàçäåëÿòü ñëàáî- èëè íåîñöèëëèðóþùèå
ðåøåíèÿ îò îñöèëëèðóþùèõ; äåòàëè äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì.



(a) αs = 0 (b) αs = 1

Ôèã.. Ïðèìåð 2: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ t = 0.04 è åãî ïîëíàÿ âàðèàöèÿ
ïî âðåìåíè ïðè α = 0.25, β̂ = 0.3, h = 1/150: (a) αs = 0; (b) αs = 1.



Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ìîæíî áûëî íàéòè max
0≤q≤M2

b è òåì ñàìûì íåñêîëüêî

óòî÷íèòü ðåçóëüòàò, ñáëèçèâ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ. Îäíàêî
ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå çàâèñèò îò α áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì, è ïðèâîäèìàÿ
íèæå òåîðåìà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ãðîìîçäêîé.



Òåîðåìà 4

Ïóñòü µph = 0, αs > 0 è M 6= 0. Äëÿ L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû (6), (7)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû β ≤ β(0)
nec , è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû β ≤ β(0)

suf := 1

2
β

(0)
nec , ãäå

1

β
(0)
nec

:=


(αs + 1)

(
α + 1

4αsα

)
â DI

(M2−1)2+αs (M2+1)
4αsα

â DII

(αs + 1)
(
α + 1

4αsα

)
+ 1

16αsα(κα2−1)
[(M2 − αs − 1)κα2 + αs − 2]2 â DIII

(25)

ñ κ := 4αs
M2 .



Òåîðåìà 4

Ìíîæåñòâà DI -DIII âêëþ÷àþò òî÷êè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè (α2, αs ,M
2).

Â DI ýòî: (1) κα2 < 1, (M2−αs − 1)κα2 +αs − 2 < 0 è (αs + 1)κα2 ≥ M2 +αs − 2;
(2) κα2 = 1 è M2 ≤ 3; (3) κα2 > 1 è (M2 − αs − 1)κα2 + αs − 2 ≤ 0.
Â DII ýòî: (1) κα2 < 1 è (M2 − αs − 1)κα2 + αs − 2 ≥ 0; (2) κα2 < 1,
(M2−αs − 1)κα2 +αs − 2 < 0 è (αs + 1)κα2 ≤ M2 +αs − 2; (3) κα2 = 1 è M2 ≥ 3;
(4) κα2 > 1, (M2 − αs − 1)κα2 + αs − 2 > 0 è (M2 + αs + 1)κα2 ≤ 2M2 + αs − 2.
Â DIII ýòî κα2 > 1, (M2 − αs − 1)κα2 + αs − 2 > 0 è

(M2 + αs + 1)κα2 ≥ 2M2 + αs − 2.



Ôóíêöèÿ β
(0)
nec íåïðåðûâíà â îêòàíòå α > 0, αs > 0, M2 > 0, íå âîçðàñòàåò ïî M2

è, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè α→ +0 è α→ +∞. Êðîìå òîãî,
îíà íå çàâèñèò îò M íà DI è âîçðàñòàåò ïî α íà DII . Íà ôèã. 5 ïðåäñòàâëåíû

ãðàôèêè β
(0)
nec â çàâèñèìîñòè îò α è |M| ïðè òðåõ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèÿõ αs . Íà

âñåõ òðåõ ãðàôèêàõ èìåþòñÿ ó÷àñòêè, îòíîñÿùèåñÿ êî âñåì ìíîæåñòâàì DI -DIII , è
îíè ïîìå÷åíû ðàçíîé øòðèõîâêîé.



(a)
(b)

(c)

Ôèã.. Ãðàôèêè β
(0)
nec â çàâèñèìîñòè îò α è |M| ïðè: (a) αs = 1/4; (b) αs = 1; (c) αs = 4.



Íà ôèã. 6 äàíû ãðàôèêè β
(0)
nec â çàâèñèìîñòè îò α è αs ïðè äâóõ õàðàêòåðíûõ

çíà÷åíèÿõ |M| = 1 è 2. Â ñèëó óêàçàííîãî ñâîéñòâà íåâîçðàñòàíèÿ âûïîëíåíèå

óñëîâèé òåîðåìû ñ β
(0)
nec ïðè íåêîòîðîì M = M0 > 0 âëå÷åò èõ âûïîëíåíèå ïðè

âñåõ 0 ≤ |M| ≤ M0 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ α è αs), òåì ñàìûì ãðàôèê 6 (a)
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ âñåé äîçâóêîâîé îáëàñòè |M| ≤ 1, à ãðàôèê 6 (b) �
òàêæå è äëÿ òðàíñ- è ñâåðõçâóêîâûõ îáëàñòåé |M| ≤ 2. Íà íèõ ôèãóðèðóþò
ó÷àñòêè, îòíîñÿùèåñÿ òîëüêî êî ìíîæåñòâàì DI è DII .



(à) (b)

Ôèã.. Ãðàôèêè β
(0)
nec â çàâèñèìîñòè îò α è αs ïðè: (a) |M| = 1; (b) |M| = 2.



Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå 3. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ βnec è βsuf (ýòî ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî) è òåì ñàìûì
äîïóñòèì ìàêñèìàëüíûé øàã ïî âðåìåíè, îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ
b̄1α = b̄2

4αsα
. Ýòè çíà÷åíèÿ α, βnec è βsuf äàþòñÿ ôîðìóëàìè

αopt =
1

2

√
b̄2

αs b̄1
, β̄nec = 4β̄suf = 2

√
αs

b̄1b̄2
.

Êîíêðåòèçèðóåì èõ. Íåðàâåíñòâà íà αs è M2, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ äëÿ b̄1 è b̄2,
ïîðîæäàþò ðàçáèåíèå êâàäðàíòà ïàðàìåòðîâ (αs ,M

2) íà ÷åòûðå ïîäîáëàñòè, ñì.
ôèã. 7.



Ôèã.. Ïîäîáëàñòè ðàçáèåíèÿ êâàäðàíòà ïàðàìåòðîâ (αs ,M
2), αs > 0 â òåîðåìå 3.



Â îáëàñòè ΩI èìååì M2 ≤ min{αs + 1, 2− αs} (çäåñü 0 < αs ≤ 2) è íåîáõîäèìîå
óñëîâèå (21) ïðèíèìàåò âèä

1

β
≥ 1

βnec
= (αs + 1) max

{
α,

1

4αsα

}
. (26)

Òîëüêî â íåé îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α è βnec çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè, íå
çàâèñÿùèìè îò M

αopt =
1

2
√
αs
, β̄nec =

2
√
αs

αs + 1
. (27)

Ìàêñèìóì β̄nec äîñòèãàåòñÿ ïðè αs = 1 è ðàâåí 1.
Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñå÷åíèÿ DI ëþáîé ïëîñêîñòüþ α2 = const > 0 ñîäåðæàò
ΩI . Ïîýòîìó òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò â (26) è (27) óëó÷øèòü 1

βnec
è β̄nec äî

ñîîòâåòñòâåííî (αs + 1)
(
α + 1

4αsα

)
= 1

2βsuf
è
√
αs

αs +1
.



Â ΩII èìååì αs + 1 ≤ M2 ≤ 2− αs (çäåñü 0 < αs ≤ 0.5), è íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

β
≥ max

{1
4

(
|M|+ αs + 1

|M|

)2
α,
αs + 1

4αsα

}
.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α è βnec çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

αopt =

√
αs + 1

αs

|M|
M2 + αs + 1

, β̄nec =

√
αs

αs + 1

4|M|
M2 + αs + 1

.

Â ΩIII èìååì max{αs + 1, 2− αs} ≤ M2, è íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

1

β
≥ max

{1
4

(
|M|+ αs + 1

|M|

)2
α,

(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)

4αsα

}
.



Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α è βnec çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

αopt =

√
(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)

αs

|M|
M2 + αs + 1

∼ |M|√
αs
,

β̄nec =
4
√
αs |M|

(M2 + αs + 1)
√

(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)
≤

4
√
αs

|M||M2 − 1|
= O

( 1

|M|3
)
,

ãäå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óêàçàíî ïðè |M| → ∞ è ôèêñèðîâàííîì αs .
Îòìåòèì ëèíåéíûé ðîñò αopt è, ê ñîæàëåíèþ, áûñòðîå óáûâàíèå β̄nec ñ ðîñòîì
|M|.
Â ΩIV èìååì 2− αs ≤ M2 ≤ αs + 1 (çäåñü αs ≥ 0.5), è íåîáõîäèìîå óñëîâèå
òàêîâî:

1

β
≥ max

{
(αs + 1)α,

(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)

4αsα

}
.



Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α è βnec çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

αopt =
1

2

√
(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)

αs(αs + 1)
, (28)

β̄nec = 2

√
αs√

(αs + 1)
[
(M2 − 1)2 + αs(M2 + 1)

] =
1

(αs + 1)αopt
. (29)

Íà ôèã. 8 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè αopt è β̄nec â çàâèñèìîñòè îò αs ,M
2 ∈ (0, 3]. Íà

íèõ ðàçíîé øòðèõîâêîé ïîìå÷åíû ó÷àñòêè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì îáëàñòÿì
ΩI -ΩIV .



Ïðè M = 0 ôîðìóëû (28), (29) ïåðåõîäÿò â (27). Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî
ñîãëàñíî êðèòåðèþ (19) çíà÷åíèå αopt òàêîå æå, êàê â (27), à îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå β̄cr òàêîâî:

β̄suf =

√
αs

2(αs + 1)
≤ β̄cr =

min{αs , 1}
2
√
αs

≤ β̄nec =
2
√
αs

αs + 1
.

Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå β̄cr è β̄suf (íî íå β̄nec) ïðè αs → +0 è +∞
îäèíàêîâîå. Ãðàôèêè òðåõ âåëè÷èí èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ äàíû íà ôèã. 9.



(a) (b)

Ôèã.. Ãðàôèêè: (a) αopt è (b) β̄nec â çàâèñèìîñòè îò αs è M2.



Ôèã.. Ãðàôèêè β̄nec (ñïëîøíàÿ), β̄cr (øòðèõ-ïóíêòèð) è β̄suf (ïóíêòèð) â çàâèñèìîñòè îò
αs ïðè M = 0.



Ðàññìîòðèì òåïåðü áåãëî äðóãîé âàæíûé íà ïðàêòèêå ñëó÷àé, êîãäà µart = 0 (ò.å.
αs = 0), à µph > 0. Îí ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî, ïîñêîëüêó òåïåðü
èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, à íå Ýéëåðà, è
óðàâíåíèå èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî u èìååò óæå ïàðàáîëè÷åñêèé òèï âìåñòî
ãèïåðáîëè÷åñêîãî 1-ãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì âåñüìà âàæíî òî, ÷òî áëàãîäàðÿ
ðàññìîòðåíèþ âûøå ëþáûõ çíà÷åíèé αs > 0, íîâûé àíàëèç íå òðåáóåòñÿ, èáî åãî
ìîæíî ñâåñòè ê óæå âûïîëíåííîìó ïîñðåäñòâîì çàìåí

αs =
d

τ∗
, d :=

νph∗
c2∗

, α =
c∗τ∗
h
,

ãäå ïàðàìåòð d èìååò ðàçìåðíîñòü âðåìåíè.



Òåïåðü ôîðìóëû (11) íå èñïîëüçóþòñÿ è ðàáîòà èäåò íåïîñðåäñòâåííî ñ τ∗ è ∆t;
ýòî ñâÿçàíî è ñ òåì, ÷òî âûáîð τ çäåñü àïðèîðè íå î÷åâèäåí, è áîëåå òîãî, åãî
æåëàòåëüíî âûÿñíèòü â õîäå àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè. Íèæå äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì
èíäåêñ ∗ ó νph∗ è τ∗.
Óêàçàííûå çàìåíû â òåîðåìå 3 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.



Òåîðåìà 5

Ïóñòü µart = 0 è d > 0. Äëÿ L2-äèññèïàòèâíîñòè ñõåìû (6), (7) íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∆t ≤ ∆tnec := min
{ h2

c2∗ b̄1τ
,
4d

b̄2

}
(30)

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∆t ≤ ∆tsuf :=
2h2

4c2∗ b̄1τ + d−1b̄2h2
, (31)



Òåîðåìà 5
ãäå

b̄1 = b̄1
(d
τ
,M2

)
=

1 + d
τ ïðè M2 ≤ 1 + d

τ

1

4

[
|M|+

(
d
τ + 1

)
1

|M|
]2

ïðè M2 ≥ 1 + d
τ

,

b̄2 = b̄2
(d
τ
,M2

)
=

{
1 + d

τ ïðè d
τ ≤ 2, M2 ≤ 2− d

τ

(M2 − 1)2 + d
τ (M2 + 1), èíà÷å

.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 4 âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî; äëÿ êðàòêîñòè åå
îïóñêàåì.



Ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð θh = c∗h
νph

. Â îáëàñòè ΩI , ãäå

M2 ≤ min{d
τ + 1, 2− d

τ } (çäåñü 0 <
d
τ ≤ 2, à M2 ≤ 3

2
), íåîáõîäèìîå óñëîâèå (30) ñ

ó÷åòîì òåîðåìû 4, êàê óêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî óòî÷íèòü êàê

∆t ≤ ∆t
(0)
nec :=

4h2

4c2∗ (d + τ) + (d−1 + τ−1)h2
, (32)

à äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (31) ïðèíèìàåò âèä ∆t ≤ ∆tsuf = 1

2
∆t

(0)
nec . Âåðíû

äâóñòîðîííèå îöåíêè

1

2
min{d , τ} ≤ dτ

d + τ
≤ ∆t

(0)
suf ≤ 2

dτ

d + τ
≤ 2min{d , τ} ïðè h2 ≥ 4c2∗dτ, (33)

h2

4c2∗ (d + τ)
≤ ∆t

(0)
suf ≤

h2

2c2∗ (d + τ)
ïðè h2 ≤ 4c2∗dτ. (34)



Ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà τ , ïðè êîòîðîì êàê
íåîáõîäèìîå, òàê è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ íà ∆t íàèáîëåå øèðîêèå, òàêîâî:

τopt =


d

M2−1 ïðè 2

θh
≤ M2 − 1, |M| > 1

h
2c∗

= 1

2
dθh ïðè max{M2 − 1, 0} ≤ 2

θh
≤ 2−M2

d
2−M2 ïðè 2

θh
≥ 2−M2.

. (35)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî τopt â äâóõ èç òðåõ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ íå çàâèñèò îò
h, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé ôîðìóëû (11) äëÿ τ ; ïîäîáíîå
îòíîñèòñÿ è ê îöåíêàì (33), à òàêæå èìååò ìåñòî íèæå è â ñëó÷àå îáëàñòåé
ΩII -ΩIV . Â òðåòüåì ñëó÷àå τopt ñîâïàäàåò ñ (11) ïðè α = 1

2
è íå çàâèñèò îò M.



Ðàñ÷åòû â [Áàëàøîâ, Çëîòíèê, 2020] áûëè âûïîëíåíû ñ ïàðàìåòðàìè,
ïîïàäàþùèìè â ïîñëåäíèé ñëó÷àé è â îñíîâíîì ñ òàêèì τopt , ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ

Ìàõà. Äëÿ íèõ ∆t
(0)
nec ≈ 4d â ôîðìóëå (32), ÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ

∆t, íàéäåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äî ñèõ ïîð íèêàêèõ ôîðìóë
òèïà (32) äëÿ âûáîðà ∆t äëÿ ñõåì íà ðàçíåñåííûõ èëè íåðàçíåñåííûõ ñåòêàõ ñ
ðåãóëÿðèçàöèåé ïðè µart = 0 â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî íå áûëî (èñêëþ÷àÿ
[Çëîòíèê, Ëîìîíîñîâ, 2021] ïðè M = 0).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè 2

θh
≤ M2 − 1 è |M| → 1 + 0 èìååì τopt → +∞; ýòî ÿâëÿåòñÿ

ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî äàííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ åäâà ëè
óäîâëåòâîðèòåëüíà. Ïîäîáíîå íàáëþäàåòñÿ ïðè |M| → 1 èëè |M| →

√
2 è â

àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàõ íèæå.



Çàìå÷àíèå 2

Â òåîðåìå 5 íåîáõîäèìîå óñëîâèå (30) â ΩI

∆t ≤ min
{ h2

c2∗ (d + τ)
, 4
(1
τ

+
1

d

)−1}
íå î÷åíü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò (32). Îäíàêî îíî ïðèâîäèò ê äðóãîé ôîðìóëå

äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ τ , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåíåå àäåêâàòíîé:

τ̃opt =


d

M2−1 ïðè 2

θh
≤
√
M2 − 1, |M| > 1

h2

4νph
= 1

4
dθ2h ïðè

√
max{M2 − 1, 0} ≤ 2

θh
≤
√
2−M2

d
2−M2 ïðè 2

θh
≥
√
2−M2

.



Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ΩI ïðè M = 0 ïîëó÷àåì

τopt = max
{

h
2c∗
, d
2

}
, τ̃opt = max

{
h2

4νph
, d
2
}, τopt,cr = d ,

ãäå çíà÷åíèå τopt,cr = d ïîëó÷åíî íà îñíîâå êðèòåðèÿ (19) [Çëîòíèê, Ëîìîíîñîâ,
2021].



Â îáëàñòè ΩII , ãäå 1 + d
τ ≤ M2 ≤ 2− d

τ (çäåñü 0 < d
τ ≤

1

2
, à 1 < M2 < 2),

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (31) òàêîâî:

∆t ≤ ∆tsuf =
2h2

c2∗
[
|M|+ ( d

τ + 1) 1

|M|
]2
τ +

(
1

d + 1

τ

)
h2

è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ τ :

τopt =


d

M2+1

√
1 + M2θ2h ïðè M2+1√

1+M2θ2h
≤ min{M2 − 1, 2−M2}

d
min{M2−1, 2−M2} èíà÷å

.



Â îáëàñòè ΩIII , ãäå max{d
τ + 1, 2− d

τ } ≤ M2 (çäåñü M2 ≥ 3

2
), äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

(31) èìååò âèä

∆t ≤ ∆tsuf =
2h2

c2∗
[
|M|+ ( d

τ + 1) 1

|M|
]2
τ +

[
1

d (M2 − 1)2 + 1

τ (M2 + 1)
]
h2

è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ τ :

τopt =


d

2−M2 ïðè r(M, θh) ≤ 2−M2, M2 < 2

d
r(M,θh) ïðè max{2−M2, 0} ≤ r(M, θh) ≤ M2 − 1

d
M2−1 ïðè r(M, θh) ≥ M2 − 1

,

ãäå r(M, θh) := (M2 + 1)/
√
1 + (M2 + 1)M2θ2h.



Â îáëàñòè ΩIV , ãäå 2− d
τ ≤ M2 ≤ d

τ + 1 (çäåñü d
τ >

1

2
), äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (31)

òàêîâî:

∆t ≤ ∆tsuf =
2h2

4c2∗ (d + τ) +
[
1

d (M2 − 1)2 + 1

τ (M2 + 1)
]
h2

è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ τ :

τopt =


d

max{2−M2,M2−1} ïðè 2

θh
≤
√
M2 + 1max{2−M2,M2 − 1}

√
M2 + 1 h

2c∗
èíà÷å

.



Â ñëó÷àå M2 ≤ 1− ε ñ 0 < ε < 1 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå (33), (34) îöåíêè

1

4
min{d , τ} ≤ ∆t

(0)
suf ≤

2

ε2
min{d , τ} ïðè h2 ≥ 4c2∗dτ,

h2

8c2∗ (d + τ)
≤ ∆t

(0)
suf ≤

h2

2ε2c2∗ (d + τ)
ïðè h2 ≤ 4c2∗dτ.

Ïðè M = 0 â ΩIV ïîëó÷àåì τopt = min
{

h
2c∗
, d
2

}
è ïî-ïðåæíåìó τopt,cr = d .
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